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Cours - Séquence n®5 - ESPACE (I) :
vecteurs, droites et plans

I- VECTEURS DE L’ESPACE

On étend 2 'espace la notion de vecteur vue en géométrie plane.
1. Translations et vecteurs

Définitions
© Soit M et M’ deux points distincts de I'espace.

1. La translation qui transforme M en M’ est appelée latranslation de vecteur MM’

2. On dit que le vecteur MM'a :
- pourdirection celle dela droite (MM’),
- poursensicelui de M vers M’

- pour'normelalongueur MM’

3. La translation qui transforme M en M lui-méme est appelée la M

4. Le vecteur MM est appelé le'vecteur nul. On le note 0, ainsi, MM = 0. .?

5. Lorsque la translation qui transforme M en M’ transforme aussi un point N en un point:N’, on dit que les
MM On note . MM'= NN..

6. Dans le cas précédent, on dit que les vecteurs MM’ et NN’ sont des! n
On note : 7l = MM'= NN

m of

Propriété : égalité de deux vecteurs

Soit M, M’, N et N’ quatre points distincts de 'espace.

MM = NN’ si, et seulement si, le quadrilatére MM'N'N est un parallélogramme (éventuellement aplati).

2. érations sur les vecte ombinaisons linéaires

o Sommedede ecte

Relation de les : e élo

Pour tous points A, BetCona: AB + BC= AC.
[i—

Pour tous points A, BetCona: AB + AC= AD
ot D est le 42w sommet du parallélogramme ABDC.
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° Produit d'un vecteur par un nombre réel
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Soit A et B deux points distincts de I'espace et 4 un nombre réel.
Le vecteur AC = 1'AB est défini par:

= [SlA > 0: AC et AB sont de méme direction, méme sens et AC=1AB.

= Sid<0: AC et AB sont de méme direction, de sens contraires et AC = —1AB.

Njw
>
>
<

Propriétés (admises)

Pour tous vecteurs % et ¥ et pour tous réels 1 et 1’ on a:

CA@+V) =21+ 2D

cA+A)U=2T+ 10

©Ai=0=1=00u ii=0

o (-DE=-7u

CH+(-T)=u-F

e Combinaisons linéaires de vecteurs

Définition

Soitn un entier naturel supérieur ou égal a1 et 7y, ...

Dire qu'un vecteur # est une'comb: inaison linéaire

tels que BiE R s ka3

Exemple 1

by - =1 - 7t . . . (etry .
ATaide du cube, représenter les vecteurs a, b et ¢ définis par les combinaisons linéaires suivantes.

—_— — e,

d = AB + CG + FH

b = 2AB + BD - F¢

, U, nvecteurs de I'espace. .
des vecteurs U, ..., u, signifie qu'il existe des réelsk;, ..., Ic,

E=§ﬁ+ﬁ'+f3—l~"—2\—é

T A%*BF &FH

&: k!-i,c\ o\“"-‘-\ 0@ MO‘w&W&

A B

T‘b Alb-vh?}‘i»BD»*Lr

% =AB +AD + C¢ it a g C..
N()L‘-" O ih (PLA()
§ [}z &Y CF {)CL On OckJu

(M»(’Q,Lym
b—Ai’(vO«OaN()l@’ L
Rl )
1
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Exemple 2
A V'aide du parallélépipéde rectangle, exprimer les vecteurs CE, MG et MF comme combinaisons linéaires des

vecteurs KM’, Kﬁ et ﬁ
MF comme combinaison linéaire

CE comme combinaison linéaire MC comme combinaison linéaires
de AM, AB et AE. de AM, AB et AE. de AM, AB et AE.
G H. G H G
E £ F
c S A AR AL :
M b ::'___________'_'.':::;ﬂ--.:::'_:: ____
A B A B
=5 =n oy : ~ = A M M T
CEz CA+FR dlsgrs Oo O | QG2 NCHCE, g Qrcalihionde | LENATARTD P gl 2lebion
-5 i fn —s\ cCnle, | — o - I aQ %, =) ~> =) = (Q% -
CE=2pN +AEGOAB) e > AR+AE(OAR) . |NE=-AntAs: BE . il

...........................................................

Exemple 3 :
SABCD est une pyramide de sommet S dont la base est le parallélogramme ABCD de centrel.

1. Exprimer le vecteur SB + SD en fonction du vecteur Si.

o —
2. En déduire une expression du vecteur SI comme combinaison linéaire

des vecteurs ﬁ, BC et BS.

el o ~ -~> o T iy ,
D BT T R T L T U SO L S —————
—> > - o— - .
SB#SD 225T+38 430
~3 = =D =~y
SB4Sp=2ST+0, o Teb o ot & oo LIOBL s
R o
SRtSp = 28T
/ - -
Al ape: 1) SI=3 (53 +50)
Y K A — i - "3’
............................. 53383+ 584 585 48) oo Qo celebon b CBolor oo
~ e G ] -—> -
A A RC.- .
............................ gJ:“‘:(-BSBS*'BA*BC)‘WA'9C'3~‘~W(¢W°Q3‘OV;AM
~ - —3 =3
SP=t A4S BC—BS
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II- DROITES DE L’ESPACE
Définition

Dire qu'un vecteur non nul # est un vecteur directeur d’une droited signifie

qu'il existe deux points distincts A et B de d tels que@ = AB.

Remarque
Si U est un vecteur directeur d’une droite d, alors tout vecteur ki aveck € R*est aussi un vecteur directeur de la
droite d.

Définition
Dire que deux vecteurs non nulsfi et % sont colinéaires'signifie qu'il existe un réel 1 tel que ¥ = Au.

Remarque
Le vecteur nul est colinéaire 3 tout vecteur.

Un point M appartient 2 1a droite d si, et seulement si, les vecteurs AM etu sont colinéaires; 7
C'est-2-dire M appartient 4 la droite d si, et seulement si, il existe un réel A tel que AM = o

[
Propriétés : positions relatives de deux droites de I'espace
1. 'Deux droites de I'espace sont soit coplanaires (dans un méme plan) soit non coplanaires.
2. [Soitd et d’ deux droites de I'espace de vecteurs directeurs respectifs i et .
ety sont colinéaires ‘Wetu ne sontpas colinéaires
~detd’sontcoplanaires | d etd’ sont coplanaires d et d’ sont coplanaires ‘detd sont
et strictement paralléles et confondues et sécantes '  non coplanaires

Exemple
ABCDEFGH est le cube ci-contre. H
- Lesdroites (EG) et (FG) sont ¢Q(’Oaf%e~9kﬁf7td~}"” E

- Lesdroites (AD) et (FG) sont to(QCwswc‘ﬂﬂ"?“ﬂ‘
....(’MO'QQIOG«

2B & o = .C
- Lesdroites (AD) et (CG) sont "@"‘CQYDM@‘*"‘(CL'\ //J‘\/

.. .ma.(.)..@.cf?&..c.‘...n.v‘...“‘:m«‘...e.-..) ................................................
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AB et AC sont colinéaires.

1. Trois points A, B et C de I'espace sont alignés si, et seulement si, les vecteurs

2. ‘Deux droites d et d’ de vecteurs directeurs respectifs i et u’ sont paralléles si, et seulement si,

les vecteurs U et u sont colinéaires.

Exemple 1

1. Exprimer les vecteurs GE et GI en fonction des vecteurs AB et AD.

ABCD est le tétraédre ci-contre.
I est le milieu de I'aréte [BD], G est le point tel que AG = %A_ﬁ et E est le point tel queﬁ = %Kﬁ

2. Que peut-on en déduire ?
\ S2E = = e ->
Loy = { y ™ -~ =
JUGE*‘:A‘FHb,:\w()aﬂoa‘@*\H(QM‘)\ “‘{’GD*DJW ...........................................................
2 ot -~ — e 1 =
........ CE=-2gbaldp v o G ra At DR, o el O
=9 e = =t - SOy
CE:%—AE-%ﬁS c,t-:?/m+-“z(b%«;ﬁm)
v voenseeranere Bt oee B tosseessassssassssnsssasssssssasssssssnnssssssssssss s seefos g o Ko T
CI=Lho-F AT AS
................................................................................................... *?‘3-%"&\2
2)6\ . 2o =D C“J:'((.AD":A
)Q“V’\h");@rﬂwmwswvc’f’zci .............................................................................................................
.. @ ..o TS et
.......... Ove Cop ~oden GE ECI nont cdndenen | : S Shuhhe g aen e
...... @‘D"‘O“"g&*‘C/I"’E"@*“ e IS e e D L

...............................................................................................

Exemple 2
ABCDEFGH est le cube ci-contre.

1. Exprimer chacun des vecteurs AK et l—f comme

I est le centre de la face BCGF, K est le milieu de [HG] et] est le point tel que—B_]) = %BA

combinaison linéaire des vecteurs

AB, AD et AE.
Z Qu\e peut-on en déduire ?
=20 —9 — — -7 — -
‘)’“‘2’“’“’;'*“),‘('«(\*Qvﬂoﬁ”w‘*‘OWQ% ..... g 1 J I MR T
— = - A=)
g R s slgp ¢+
Ak = AD*AE 42 HE S zaahitea i
e A2 e e
AR 2P0 4AD+AE 5y s iEVER) La8
U P PP TP T PR T e el i oo R R T TR e R L
TR, O R RE
.............................................................................................................. T35 AR AR TR i
Y 2 -~ -
?')Q“S"“«*)AMA%M‘;»«WA“"”‘“ ...............................................................................................
‘\) "y
........ ?‘““Q““‘M"kf”“f*w‘6¢wu N
........ ®W*‘ O“’"‘L‘@“"U‘k)"“(13)40”“"%‘0&“4
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III-  PLANS DE L’ESPACE \

Un plan de I'espace peut étre défini par la donnée de deux droites sécantes, c’est-a-dire :
- d’'un point A

- etde deux vecteurs non colinéaires 7 et . ;
On note ce plan (A ; %, D). / / § ’

Définitions

Pestleplan (A ; %, 7).

UnpointMapparﬁentauplanPsi,etseulementsi,ilexisted&sréelsxetytelsque m=xii+y$;

Démonstration

Soit deux points B et C tel que # = AB et # = AC.
® Uet? ne sont pas colinéaires donc (A;4,7) est un repére du plan (ABC).

Dans ce repére, tout point M de coordonnées (x; y)esttel que AM = x 7 + y v

* Réciproquement, soit M un point de I'espace tel que AM = x 7 + yv.
Soit N le point du plan (ABC) de coordonnées (x; y) dans le repére (A ; %, B).
Alors AN = x i + y U etdonc AN = AM. M et N sont confondus donc M appartient 3 (ABC).

Définition

Dire que trois vecteurs % , & et w sonticoplanaires signifie que

pour un point O quelconque de I'espace, les points 0, A, B et C définis par
OA=1,0B=7% et OC = W appartiennent 3 un méme plan.

Propriété (admise) : caractérisation des vecteurs coplanair&s

U, U et W sont des vecteurs de I'espace tels que % et % ne sont pas colinéaires.
ﬁ',i'egWsontpoplanakes si, et seulement si, il existe des réels x etytels que w = xu+yw.

v H g
Exemple g o
4 F_—7
ABCDEFGH est le parallélépipeéde rectangle ci-contre. R yf A
I'estle milieu de [BE] et ] est le milieu de [FG]. ; /,»f\,,»‘D
. ‘r‘}\_ c

Démontrer que les vecteurs AB, AH et I] sont coplanaires. ;

— ':*’ —y ‘-2_ ., A B

Ij:)f“‘*h“*n”‘fw« ..... 0°‘~”¢~L@* ..... : &(CL;MQ .................................................................................
-~ N - 4

T3 =43 A+ H(AEvES) co o g 4 [Fc]
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lan de direction (i, ¥) et d une droite de vecteur directeur w

b, i;"einﬁW~é;pt coplanares : d et P sont paralieles i, U et W ne sont pas coplanaires
5 d estincluse dans P {d et P sont sécants enl

3. Deuxplans de I'espace sont soit sécants soit paralleles.
4. 'Soit P4 et P, deux plans.

P, et P, ont méme direction: P, et P, sont paralléles P, et P, n'ont pas la méme direction
P, et P, sont strictement parall2les P, et P, sont confondus' P, et P, sont sécants ;uivant ant une
droited

Exemple 1
ABCDEFGH est le cube ci-contre.

- Les plans (ABC) et (EFG) sont ..
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Exemple 3
ABCDEFGH est le parallélépipede rectangle ci-contre.

I, ] et K sont les milieux respectifs des arétes [AD], [BC] et [FG].

Démontrer que (AK) est parélléle au plan (IJH). ,

......................................................................................................................................................................................
.................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................

— -

Ak =T3¢ TD+ O

....................................................................................................................................................................................................

..-....-..-...-...-......-.......-...............-.......-...--...-..-.......-y .....................................................................................................................

IV-  BASES ET REPERES DE L’ESPACE

1. Bases de I'espace
Définition

- - = . .
Soit 7, j et k trois vecteurs non coplanaires de I'espace.

Le triplet 7, ], k) est appel¢(base de 'espace.

s

Soit (7,7, k) une base de Pespace.
Pout tout vecteur 7, il existe un unique triplet (x ; ¥;z) de nombre réels tels que % = x 7 + yj +zﬁ§'

Définition

Sous les coriditions précédentes, le triplet (x ; y ; z) est appelé|

Démonstration

e Existence : Soit AB un représentant de 7.
Soit Ple plan de repeére (4 ; ;7).

Si B appartient 3 Palors AB se décompose suivant les vecteurs 7 et 7
Supposons que B n'appartient pasa P,

Soit dla droite passant par B de vecteur directeur k.

Comme k n'est pas colinéaire avec et j, la droite d coupe le plan Pen un point C.
On peut écrire AB = AC + CB.

-A-C_’ appartient au plan Pdonc il existe un couple (x ; y) tel que AC = x7 + yJ.

CB est colinéaire avec k donc il existe un réel z tel que CB = zk.

Il existe donc un triplet (x ; y ; z) tel queAB =17 = xi + yj + zk.

-Page 8 -
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// e Unicité : On suppose que 'on ait les deux écritures distinctes :
G=xi+yj+zk=xT+y]+2k

Alors (x — )i+ (y —y)f + (2 — 2Dk = 0.
Supposons que 1'une au moins des trois différences n'est pas nulle, par exemple: z —z' # 0.

7 et dans ce cas, les vecteurs i, j et k seraient coplanaires. Ce qui est exclu.

! !
: = X =X > =
Donc k = L
Z—=Z! Z—=Z

Les trois différences x' — x,y’ — y et z’ — z sont donc nulles, et donc x = x',y =y’ etz = z'.D’ol l'unicité.

Exemples 1
Dans chaque cas, décomposer le vecteur dans la base proposée et en déduire ses coordonnées dans cette base.

AG dans la base (AB, BC, CG). OM dans la base (&, 7, W). OM dans la base (@, 7, W).

- i "?

oh=ot +mn'n

=) ~ =2 S 0&\\/“— 3 ‘5 H 2
on= w+ «,«”—w,(»f“&&eﬁi« ons= Vaiw ,,1’,,(\..;Qv0“c.<;~¢ck
....................................................................... Tau&,\

. % 0‘% R

Exemple 2
ABCDEFGH est le cube ci-contre.

Soit 1 le milieu de [AH] et] le point de [FI] tel que Fj= % L

1. Décomposer les vecteurs Ej et EC dans la base (Kﬁ AD, AE).

2. Que peut-on en déduire ?

-~
W€y En e 35 el Qe r ek e CQae | L D e i
E'ﬁ' - .t =2 =D = vilDx
ESo Tl FA) FETE e st e A [he]
= 4 . =~ - 3 =
CE S R i e
Ay 2 it AE A2 (En «F
WFacs BB T BE &b T *) o SpmBe SlAS)
g OISR S iy L ey - g A,
6'3:EAD‘%AE‘%(W*[”‘*F““) Ec=t~pf.+n§i,e’c
..... e T e e I
Fa:4 hg),_{.n[:,%(~l¥0wﬁfvﬁ6“"0 EC =~ fu x MO —AE
L
£3:5AB45 AD"5 AE
‘2.) ('2 et il 5 p) .: =
................... 2L ‘“?*WE*=%E‘<?@'("‘V*'M‘E’““f‘"‘o%uﬁ**“"’”’iw
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2. Repéres de I'espace
Définitions

1. Un'repére de I'espace est formé d’un point O et d’une base (7, J, E) de I'espace. On le note (0; 7,7, I?).
2. O est appelélorigine du repére.
Propriété :

Soit (0 ; 7,7, k) un repére de I'espace.
Pout tout point M, il existe un unique triplet (x;¥;2) de nombre réels tels que OM = x 7 + yj+zk.

Démonstration : conséquence de Ja propriété précédente.
Dé ons

Sous les conditions précédentes

1. letriplet (x ;¥ ; z) est appelé coordonnées du point M dans le repére (0 ; 7. ], k).

2. x est'abscisseide M ; ¥ est 'ordonnéede M ; z est lajcote de M.

Exemple
ABCDEFGH est le parallélépipéde rectangle ci-contre.
['est le milieu de [CG].

M et N sont définis par : NF = 2FG et BM = CB + Ci

H s

1. Danslerepére (A ; AB, AD, ﬁf)
donner les coordonnées de tous les points. P
2. Placerle pointK(1;3; —1).
K

......................................................

....................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................



